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                                 Тема 1.   Введение в эконометрику.

Курс предполагает знание разделов математики:
а) Линейная алгебра: Векторное пространство, линейное подпространство, базис, размерность. Линейные операторы. Матрицы, операции с матрицами, ранг и обратная матрица. Системы линейных уравнений. Собственные векторы и собственные числа линейных операторов.
б) Математическая статистика: 
Операция суммирования.

Пусть величина X задается последовательностью данных x1,x2,…,xn.,каждое из которых можно записать как xi, .  Суммаэтих чисел обозначается следующим образом:


Если из контекста ясно, каковы начальный и конечный суммируемые члены, то часто используют сокращенные обозначения

 
Сумма квадратов этих чисел обозначается следующим образом

 


Обозначим средние величины X, X2 и XY соответственно как:       Имеет место неравенство 
Правила суммирования (a,b –константы):

 

 

.
        в) Теория вероятностей: Случайные величины (СВ), дискретные непрерывные, их характеристики и свойства. Функция распределения СВ и ее плотность распределения. Ковариация. Дисперсия и корреляция. Законы распределения СВ.  Случайной величиной (переменной) называется величина, которая под воздействием случайных факторов может с определенными вероятностями принимать те или иные значения из некоторого множества чисел. Случайные величины обозначаются большими буквами, а их возможные значения – малыми.
Для полной характеристики СВ указываются не только ее значения, но и их вероятности. Универсальным способом задания СВ X является задание ее функции распределения.
Функцией распределения  F(x)  СВ X называется вероятность того, что величина X принимает значение меньшее x, т.е. F(x)=P(X<x), x € R.
Свойства функции распределения:
1.0≤F(x)≤1 при любых x € R.
2. P(x1≤X≤x2) = F(x2) – F(x1).
3. F(x) – неубывающая функция.
4. lim F(x) =0, lim F(x) = 1
      x→-∞                                 x →∞
СВ бывают дискретными и непрерывными.
Дискретной называется СВ, которая принимает отдельные, изолированные друг от друга  значения. Число возможных значений ДСВ конечно и счетно. Ее лучше задавать не в виде функции распределения, а в виде ряда распределения. При табличном задании ряда распределения первая строка таблицы содержит возможные значения СВ, а вторая – соответствующие им вероятности, т.е. pi = P(X =xi),  pi= 1. 
Пример:      Случайная величина  Х задана ряда  распределения:
 
	ХX
	 2
	 4
	 6
	 8

	Рp
	    0,1
	 0.2
	 0,3
	 0.4



         Найти математическое ожидание, дисперсию и  среднеквадратическое отклонение СВ Х, функцию распределения  F(x). 

1) М(Х)=  

2) 

3) 

4) 

При табличном задании ряда распределения первая строка таблицы содержит возможные значения СВ, а вторая – соответствующие им вероятности, т.е. pi = P(X =xi),  pi= 1. 
Графическое изображение ряда распределения называется полигоном распределения.
Непрерывной называется СВ, множество значений которой непрерывно заполняет некоторый числовой промежуток. Число  возможных значений НСВ бесконечно.
Задать НСВ рядом распределения невозможно, поэтому ее задают функцией распределения F(x).  Вместо вероятности НСВ используют плотность распределения вероятностей f(x). Плотность вероятности  определяется : f(x) = F’(x). Из определения производной вытекает


т.е. предел отношения вероятности попадания СВ X в интервал (x,x+x) к длине этого интервала при x→0 равен значению плотности распределения вероятностей f(x).
Свойства плотности распределения:
1.  f(x) ≥ 0 при любых x € R.

2. P(x1≤X≤x2) = 

3.  
В основе математической статистики лежат понятия генеральной и выборочной  совокупностей.
Генеральная совокупность – это множество всех значений (исходов) СВ, которые она может принять в процессе наблюдения. Например, данные о доходах всех жителей страны.
Выборочная совокупность (выборка) – это множество наблюдений, составляющих лишь часть генеральной совокупности. Для СВ важную роль помимо функции распределения играют числовые характеристики ее распределении.
                     Числовые характеристики распределения.
I.Генеральная совокупность
Математическим ожиданием ДСВ  называется сумма произведений всех ее значений на соответствующие им вероятности, т.е.

    где суммирование осуществляется по всем возможным значениям СВ.


Математическое ожидание НСВ определяется выражением       где интегрирование осуществляется на всем интервале, в котором определена 

Математическое ожидание СВ – это среднее ее значение по генеральной совокупности, обозначается  Геометрически математическое ожидание СВ – это центр ее распределения.
Свойства математического ожидания (a,b – константы; X,Y – CВ);
1. M(a) = a
2. M(bX) = bM(X).
3. M(a+bX) = a + bM(X).
4. M(X + Y) = M(X) + M(Y).

5. 
Математическое ожидание функции g(X) определяется выражением





где суммирование осуществляется по всем возможным значениям . В частности, если  то  Случайные величины X,Y  называются независимыми, если    для любых значений x,y.
Следствие. Если СВ  X,Y независимы, то

 

Теоретическая (генеральная) дисперсия СВ определяется как математическое ожидание квадрата отклонения СВ X относительно ее средней, т.е.  
Замечание. Если ясно, о какой переменной идет речь, нижний индекс в 

  можно не указывать.
Для вычисления дисперсии часто используется другое выражение, получаемое из определения дисперсии:

 
Дисперсия является мерой рассеяния СВ относительно средней (центра). Размерность дисперсии не совпадает с размерностью СВ.

Стандартным отклонением СВ X называется корень квадратный из ее дисперсии, т.е. Стандартное отклонение показывает, насколько в среднем отклоняется СВ в совокупности относительно средней (центра).
Свойства дисперсии:
1. D(a) = 0.
2. D(bX)= b2D(X).
3. D(a + bX) = b2D(X).

Следствие. Если СВ X,Y независимы, то Заметим, что M(X) и D(X) – это числовые характеристики генеральной совокупности (числа), а не функции.



Нормальное распределение СВ X характеризуется лишь двумя параметрами: средним значением   и дисперсией  Это обозначается как        X 
График плотности нормального распределения f(x) колоколообразный симметричный вид. Максимум этой функции находится в точке x =μ,  а разброс относительно этой точки определяется параметром σ. Чем меньше значение , тем более острый и высокий максимум f(x).
               П. Выборочная совокупность.
      Пусть из генеральной совокупности с распределением F(X) извлекается выборка объема n. Считаем, что выборочные наблюдения X1,X2,…Xn независимы и имеют одинаковые распределения.
      Выборочной средней называется среднее арифметическое наблюдаемых значений СВ в выборке, т.е.

.
Выборочной дисперсией (вариацией) называется среднее арифметическое квадратов отклонений наблюдаемых значений СВ от среднего значения, т.е.

.
Свойства выборочной дисперсии:

 .

Значения  являются числовыми характеристиками выборочной совокупности. 

Для разных выборок, взятых из одной и той же генеральной совокупности выборочные средние и  выборочные дисперсии будут различны, т.е. выборочные характеристики являются СВ. Из условия, что все выборочные наблюдения X1,X2,…Xn независимы и имеют одинаковые распределения, вытекают следующие соотношения:  Центральная предельная теорема закона больших  чисел устанавливает, что распределение средней выборочной x при достаточно большом n является нормальным, т.е.


Задача1: Вычислить выборочные характеристики по исходным данным

	 № п\п 
	 1
	 2
	 3
	 
4
	 5       

	  Х
	  2         
	 6  
	 10         
	 
14
	 18 



Исходные данные (х) и расчетные показатели (х2) представить в виде расчетной таблицы:
№п\п                             х                                      х2
1                                    2                                       4
2                                    6                                      36
3                                  10                                     100
4                                  14                                     196
5                                  18                                     324
Итого                          50                                     660
Среднее                     10                                      132

Выборочные характеристики: 

Если взаимодействуют две разные СВ Х и У, то такое взаимодействие 

называется ковариацией .
в) выборочна ковариация:

           
Свойства ковариаций.
Пусть а — некоторая постоянная, а х, у, z — переменные, принимающие в i-м наблюдении значения xi,yi,zi,i=1,..., п (n — количество наблюдений). Тогда а можно рассматривать как переменную, значение которой в i-м наблюдении равно а, и

СОV(Х, а) =
               откуда следует свойство:
1.  Cov(x, a) = 0.
Далее, нетрудно видеть, что имеют место равенства:
2.   Cov(x, у) = Cov(y, х);
3.   Cov(x, x) = Var(x).
 Кроме того,


Cov(ax, y) = =
откуда следует свойство:
  4. Cov(ax. у) = aCov(x, у). 
5.    Cov(x,у + z) =Cov(x,у) + Cov(x,z).
 6.Var(x+y)=Cov(x+y,x+y)= Cov(x,х) + Cov(x,у) + Cov(y,x) + Cov(x,у).
Таким образом, доказано свойство
Var(x+y)=Var(x)+Var(y)+2Cov(x,y),              
означающее, что вариация суммы двух переменных отличается от суммы вариаций этих переменных на величину, которая равна удвоенному значению ковариации между названными переменными.
По величине ковариации трудно судить о степени взаимодействия. Она может быть  и положительной, отрицательной. Если ее пронормировать, то получится коэффициент корреляции
г) выборочный коэффициент корреляции:

 . 

Коэффициент ryх является безразмерной величиной и измеряется в пределах от .
Для характеристики степени или силы связи используют шкалу Чеддока

	Показатель тесноты связи
	0,1-0,3
	0,3-0,5
	0,5-0,7
	0,7-0,9
	0,9-0,999

	Характеристика силы связи
	слабая
	умеренная
	заметная
	высокая
	весьма высокая





Если rху>0, то говорят, что связь прямая, а если cвязь будет обратной. При использовании шкалы Чеддока, не обращают внимание на направление связи, а делают вывод о силе взаимодействия, а направление указывают по знаку .
Задача 2. Найти коэффициент корреляции между производительностью труда У (тыс. руб.) и энерговооруженностью труда Х (кВт) (в расчете на одного работающего) для 14 предприятий региона по следующим данным:
	Хi
	2,8
	2,2
	3,0
	3,5
	3,2
	3,7
	4,0
	4,8
	6,0
	5,4
	5,2
	5,4
	6,0
	9,0

	Yi
	6,7
	6,9
	7,2
	7,3
	8,4
	8,8
	9,1
	9,8
	10,6
	10,7
	11,1
	11,8
	12,1
	12,4



В Excel сделать расчетную таблицу и найти 
	№ п/п
	х
	у
	ух
	х2
	у2

	1
	2,8
	6,7
	18,76
	7,84
	44,89

	2
	2,2
	6,9
	
	
	

	3
	3,0
	7,2
	
	
	

	4
	3,5
	7,3
	
	
	

	5
	3,2
	8,4
	
	
	

	6
	3,7
	8,8
	
	
	

	7
	4,0
	9,1
	
	
	

	8
	4,8
	9,8
	
	
	

	9
	6,0
	10,6
	
	
	

	10
	5,4
	10,8
	
	
	

	11
	5,2
	11,1
	
	
	

	12
	5,4
	11,8
	
	
	

	13
	6,0
	12,1
	
	
	

	14
	9,0
	12,4
	
	
	

	Итого
	64,2
	
	
	
	

	Сред. знач.
	4,586
	
	
	
	




      


Задача 3. Определить выборочную ковариацию и коэффициент корреляции между потребительскими расходами на бензин и его реальной ценой в США 


	Год
	Расходы Х
(млрд. долл.)
	Индекс реальных цен Р

	1973
1974
1975
1976
1977
1978
1979
1980
1981
1982
	26,2
24,8
25,6
26,8
27,7
28,3
27,4
25,1
25,2
25,6
	103,5
127,0
126,0
124,8
124,7
121,6
149,7
188,8
193,6
173,9



Построить диаграмму рассеяния

Выборочная ковариация является мерой взаимосвязи между двумя переменными. На рисунке 1 эти данные представим в виде диаграммы рассеяния (поля корреляции). 

	   Р
																											 180																																							  140																																								         25	  26	     27	      28 	Х

Рис. 1. Диаграмма рассеяния
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     Тема 2.   Линейная модель парной регрессии. МНК.

Уравнение парной линейной регрессии имеет вид:

 (1), где
у – зависимая переменная;
х – независимая (объясняющая) переменная;
а и b – параметры уравнения;

 – случайный член (ошибка модели или остатки).
Метод наименьших квадратов для парной регрессии записывается в виде системы (2)

                                    (2)  
Решаем ее любым методом и находим коэффициенты a и b. Можно вычислять коэффициенты по формулам (3), которые легко получаются из (2)


,  или   (3)
Параметр ''b'' называется коэффициентом регрессии. Его величина показывает среднее изменение результата с изменением фактора на одну единицу. Параметр ''а'' не имеет экономического содержания. Интерпретировать можно лишь знак при параметре «а». Если а>0, то относительное изменение результата происходит медленнее, чем изменение фактора, т.е. изменение Var (y) < Var (x).
Можно пользоваться коэффициентами вариации




 ; ;   ;
т.е. прослеживается следующая закономерность: a < 0 (Vy > Vx )    или     a > 0 (Vy < Vx)

Задача 3. По группе предприятий, выпускающих один и тот же вид продукции, рассмотреть функцию издержек , используя МНК.
	№ предприятия
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	Выпуск продукции, х (тыс. ед.)
	1
	2
	4
	3
	5
	3
	4

	Затраты на произ-водство, у (млн. руб.)
	30
	70
	150
	100
	170
	100
	150


Решение. Составим расчетную таблицу

	№ предприятия
	х
	у
	ух
	х2
	у2
	

	

	Аi

	1
	1
	30
	30
	1
	900
	31,1
	-1,1
	3,67

	2
	2
	70
	140
	4
	4900
	67,9
	+2,1
	3

	3
	4
	150
	600
	16
	22500
	141,6
	+8,4
	5,6

	4
	3
	100
	300
	9
	10000
	104,7
	-4,7
	4,7

	5
	5
	170
	850
	25
	28900
	178,4
	-8,4
	4,9

	6
	3
	100
	300
	9
	10000
	104,7
	-4,7
	4,7

	7
	4
	150
	600
	16
	22500
	141,6
	+8,4
	5,6

	Итого
	22
	770
	2820
	80
	99700
	770,0
	0
	32,17

	Сред. знач.
	3,1429
	110
	402,8571
	11,4286
	14242,8571
	110
	0
	4,59


Сначала заполним первые 6 столбцов, а затем составим систему для МНК, и определим параметры а и b

         ,
решая которую любым способом, получим:

   (1)

Можно решить систему матричным способом


на компьютере, используя функции МОБР(..) и МУМНОЖ(..) из MS Excel. Сначала получим обратную матрицу от массива ниже функцией МОБР(..)




используя функции МОБР(..) и МУМНОЖ(..) из MS Excel. При использовании этих функций и ввода данных в Excel нужно Нажать кнопки Ctrl ShiftEnter.
 Сначала получим обратную матрицу от массива ниже функцией МОБР(..)


Затем с помощью оператора МУМНОЖ(..) нужно умножить обратную матрицу на матрицу-столбец из правой части


	a =
	-5,79

	b =
	36,84






Подставляя в (1) значение х из столбика 2, вычислим  теоретические значения для столбика 7. 




Найдем коэффициенты вариации:





   
Коэффициент корреляции можно вычислить и по следующим формулам:


Связь между х и у прямая, весьма высокая.

Оценку качества полученной модели дает коэффициент детерминации , который говорит о том, что 98,2% учтены предложенной моделью, и только 1,8% составляют случайные величины, неучтенные в данном уравнении.
О качестве модели судят по средней ошибке аппроксимации, которая

,

 показывает среднее отклонение расчетных значений от фактических. Допустимый предел значений Ā – не более 8-10%. У нас , т.е. точность высокая.
Задача 4. Для количественного анализа влияния доходности акций компании лидера на доходности акций других компаний применяются методы регрессивного анализа. Построить модель парной регрессии для изучения зависимости доходности акций компании А от доходности акций компании Б. Компании А и Б относятся к одной отрасли, данные по годовым доходностям акций приведены в таблице:
	Номер наблюдения
	Доходность акций А (у), %
	Доходность акций Б (х), %

	1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
	-2,56
26,65
4,44
17,12
10,19
13,88
4,55
10,28
11,76
11,89
5,14
7,70
7,17
7,57
17,46
	-5,31
16,84
0,07
10,03
4,98
7,52
0,23
5,30
5,94
6,09
0,93
3,22
2,08
2,81
10,73


Задача 5.   Построить две модели парной регрессии зависимости годового товарооборота фирмы (млн. руб.) – у от размера торговой площади (тыс. кв. м) – х1 и – х2. Исходные данные приведены в таблице:
	№ филиала
	Товарооборот (уi)
	Торговая площадь (х1)
	Интенсивность потока покупателей (х2)

	1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
	2,93
5,29
6,85
7,01
7,02
8,35
4,33
5,77
7,68
3,16
1,52
3,15
	0,31
0,98
1,21
1,29
1,12
1,49
0,78
0,94
1,29
0,48
0,24
0,55
	10,24
7,51
10,81
9,89
13,72
13,92
8,54
12,36
12,27
11,01
8,25
9,31



ПЗ 3.   Дисперсионный анализ. Критерии Фишера и Стьюдента.

Оценка степени тесноты связи и существенности параметров линейной регрессии. Критерии Фигнера и Стьюдента.


	Общая сумма квадратов отклонения
	=
	Сумма квадратов отклонений, объясненная регрессией
	+
	Остаточная сумма квадратов отклонений

	TSS
	=
	ESS
	+
	RSS



Коэффициент детерминации



Чем выше R2, тем выше доля объясненной моделью регрессии (ESS) по отношению к полной сумме квадратов (TSS).

Задача 6.  Для задачи 3 выполним дисперсионный анализ

Заполним таблицу дисперсного анализа
	Источники вариации
	Число степеней свободы
	Сумма квадратов отклонений
	Дисперсия на 1 степень свободы
	F отн

	
	
	
	
	Факт.
	Табл. α=0,05

	Общая TSS
	

	15000
	–
	–
	–

	Объясн. ESS
	1 (к1)
	14735
	14735
	278
	6,61

	Остаточн. RSS
	
 (к2)
	265
	53
	
	




Критерий Фишера равен: 



Fфакт> Fтабл. как при 5%, так и при 1% уровне значимости уравнения регрессии.– нулевая гипотеза (b = 0; rxy = 0)отвергается. Между х и у существует линейная зависимость.
Если Fфакт< Fтабл., то вероятность нулевой гипотезы выше заданного уровня, и она не может быть отклонена без серьезного риска, сделать неправильный вывод о наличии связи. В этом случае уравнение регрессии считается статистически незначимым. Но не отклоняется, а отклоняется проверяемая гипотеза Н1.
Величина F-критерия связана с коэффициентом детерминации R2.


Объясненную сумму квадратов (ESS) можно вычислить как   ,  а остаточную сумму (RSS) -   
Тогда значение критерия Фишера


Задача 7.  Для задачи 4 вычислить коэффициент детерминации R2 и Fфакт (Ответ: R2 = 0.9965)
Задача 8. Для задачи 5 вычислить R12 и R22, сравнить, объяснить различие и выбрать лучшее уравнение регрессии, объяснить почему.
Ответ: R12 = 0,96886, R22 = 0,42433, первое уравнение лучше.

Определение доверительных интервалов для параметров линейных моделей.

В линейной регрессии обычно оценивается значимость не только уравнения в целом, но и отдельных его параметров. С этой целью по каждому из параметров и коэффициенту регрессии определяется его стандартная ошибка: mb и ma, mr



Выдвигается гипотеза  о случайной природе показателей, т.е. о незначительном их отличии от нуля. Оценка значимости коэффициентов регрессии и корреляции с помощью t-критерия Стьюдента проводится путем сопоставления их значений с величиной случайной ошибки:



Затем сравнивая фактическое и критическое (табличное значения t-статистики принимаем или отвергаем гипотезу.

Если tтабл < tфакт, то отклоняется.
(Если критерий 2х сторонний: tфакт ≥ tтабл и tфакт ≤ tтабл или tфакт ≥ |tтабл|).
Для задачи  3 найдем критерий Стьюдента для  параметров a,b и rxy и вычислить доверительные интервалы для коэффициентов.


Проверка: Связь между F-критериями Фишера и t-статистикой Стьюдента


Из таблицы 2 для уровня значимости α = 0,05 и числа степеней свободы   n – 2 = 5, получим tb = 2.57. Т.к. фактически значение > табличного, то гипотезу о несущественности коэффициента регрессии ''b'' можно отклонить. Доверительный интервал для коэффициента регрессии определяется как 





						tтаб=2,5706
-0,7752>-2,75, т.е. коэффициент «а» статистически не значим, т.е. гипотеза Но не отклоняется. Доверительный интервал для «а» не определяется.
Значимость линейного коэффициента корреляции определим на основе величины ошибки mr






, т.е. 
Рассмотренная формула для тr рекомендуется к применению при большом числе наблюдений и если r не близко к +1 или -1.
 Если корреляция близка к +1, то распределение его оценок отличается от нормального или распределения Стьюдента, т.к. величина rxy ограничена значениями. Р. Фишер предложил для оценки вклада rxy ввести вспомогательную величину z, связанную с rxy следующим отношением:




При изменении r от -1 до +1 z изменяется от  до , что соответствует нормальному распределению. Стандартная ошибка вычисляется по формуле

, где n – число наблюдений.



В нашем примере 	, а 



Для вычисления величины z есть таблицы z-преобразований, приложения III из [11], для числа степеней свободы  и уровня значимости  даны фактические значения .
Если не пользоваться таблицами, то стандартную ошибку можно определить





		 отвергается, т.е.  
Задача 9. Для задач 4 и 5 вычислить критерий Стьюдента для  параметров a,b и rxy и вычислить доверительные интервалы для них.

Стандартная ошибка уравнения регрессии. Прогнозное значение.





В прогнозных расчетах по уравнению регрессии можно определить предсказываемое значение (ур) как точечный прогноз  при , т.е. путем подстановки в уравнение регрессии  соответствующего значения х. Вычислим сначала стандартную ошибку , а затем интервальную оценку прогнозного значения у*





Стандартная ошибка  зависит от ошибки  и ошибки коэффициента регрессии b, т.е. 

; где S2 остаточная дисперсия на одну степень свободы.




 	
найдем при хк=4.


 ; 


-табличное значение критерия Стьюдента  



- точечный прогноз.



Этот доверительный интервал получился без учета случайной ошибки , если ее учитывать получим


Доверительный интервал в этом случае будет



Задача 10.  Для задачи 4  сделать прогноз для  увеличенное на 7% и вычислить доверительные интервалы прогноза.


Задача 11. Для задачи 5 сделать прогноз для  увеличенное на 10% и вычислить доверительные интервалы прогноза.

Задача 12. Наблюдения 16 пар (Х и Y) дали следующие результаты:



						

Оцените регрессию  и проверьте гипотезу, что коэффициент b=1,0.
1. Оценим параметры регрессии


Оценка дисперсии ошибок равна



2. Проверка гипотезы Н1: 
Оценка дисперсии b:

;
Для проверки гипотезы Н1 найдем:


, следовательно,т.е. 4 > 2,145.






Поэтому Н1:  не отвергаем (на уровне значимости  ) и при   тоже нет оснований отвергать  гипотезу H1, т.к. .
Задача 13. Получена регрессионная зависимость расходов на питание от располагаемого личного дохода населения США за 25-летний срок (1959-1983 гг.). Уравнение регрессии имеет вид:


Цифры в скобках есть стандартные ошибки.
Сформулируем Н0: b0=0 и попытаемся ее опровергнуть



, оцениваем два параметра «а» и «b».


		; Н0 отвергается.

Критерий можно записать в виде неравенств: 
-+2,069
но
+2,069
31,0



, что противоречит Н0, поэтому ее отвергаем, т.е. , значит коэффициент «b» статистически значим.
Для параметра «а»




		
Коэффициент «а» статистически значим.
Задача 14. Модель зависимость между общей инфляцией и инфляцией, вызванной ростом заработной платы имеет вид (в скобках указаны стандартные ошибки)




Проверить значимость коэффициентов «а» и «b», если число наблюдений , а уровень значимости  

                                                                                 Ответ: 
Задача 15. Уравнения регрессии между расходами на коммунальные услуги и (1) располагаемым личным доходом и (2) временем за период с 1959г. по 1983г. в США имеют вид:


	(1)				(2)
В скобках указаны стандартные ошибки.
Выполните t-тест для проверки значимости коэффициентов.

Прогнозирование и определение доверительных интервалов прогнозов для линейных моделей.

Для  линейной регрессии определим доверительные интервалы для параметров a и b и коэффициента корреляции r.
                               [image: ]
Если прогнозное значение объема личного располагаемого дохода составят 600 млрд. долл., тогда прогнозное значение расходов на моторное масло составят: 
С помощью t-критерия Стьюдента оценим значимость параметров a и b линейной функции [image: ] и коэффициент корреляции r. Определим случайные ошибки mb, ma, mr по формулам:
[image: ];            [image: ]
[image: ];     
 [image: ]= 0,4198;
     [image: ];	[image: ] =0,1413.      
Тогда    [image: ];				[image: ].
[image: ];				[image: ].
[image: ];			[image: ].
Найдем табличное значение критерия Стьюдента   [image: ];

Таким образом, [image: ] [image: ] [image: ] значит, параметры a, b, r являются статистически значимыми.
Рассчитаем доверительные интервалы для a, b, r. Для этого определим предельную ошибку для каждого показателя:
[image: ];		[image: ].
[image: ];		[image: ].
[image: ];		[image: ].
Доверительные интервалы:
[image: ],
[image: ],
т.е. [image: ]

[image: ] (округляем)= -1,000,
[image: ],
т.е. [image: ]

[image: ],
[image: ],
т.е. [image: ].
Анализ верхней и нижней границ доверительных интервалов приводит к выводу о том, что с вероятностью [image: ] параметры a, b, r, находясь в указанных интервалах, не принимают нулевых значений, т.е. не являются статистическими незначимыми и существенно отличны от нуля.
Полученные оценки уравнения регрессии позволяют использовать его для получения прогноза. Если прогнозное значение объема личного располагаемого дохода составят 600 млрд. долл., тогда прогнозное значение расходов на моторное масло составят: 
[image: ].
Рассчитаем ошибку прогноза для уравнения   [image: ] по формуле:

, [image: ]
[image: ].
Рассчитаем ошибку прогноза для уравнения[image: ],

, [image: ]
[image: ].
Предельная ошибка прогноза, которая в 95 % случаев не будет превышена, составит:
[image: ]
[image: ]
Доверительные интервалы прогноза: для уравнения с  [image: ],     для  второго уравнения без    [image: ].
Выводы.
Так, полагая, что размер личного располагаемого дохода может составить 600 млрд. долл., то прогнозное значение для расходов на моторное масло окажется 4,6084 млрд. долл., при этом с вероятностью 0,95 можно утверждать, что доверительные интервалы прогноза индивидуального значения результативного признака составят 4,6084[image: ]0,1829, т.е. [image: ] для уравнения без .
Темы 4-6. МНК для нелинейных моделей регрессии.                        Линеаризация. 
Задача 1  По семи территориям Уральского района за 2010 г. известны значения двух признаков (табл. 1.1).
Таблица 1.1
	Номер региона
	Расходы на покупку продовольственных товаров в общих расходах, %, у
	Среднедневная заработная плата одного работающего, тыс. руб., х

	1
	68,8
	4,5

	2
	58,3
	5,9

	3
	62,6
	5,7

	4
	52,1
	7,2

	5
	54,5
	6,2

	6
	57,1
	6,0

	7
	51,0
	7,8


Требуется: 1. Для характеристики зависимости у от х рассчитать параметры следующих функций:
а) линейной; б) степенной; в) показательной; г) полулогарифмической; д) обратной; е) равносторонней гиперболы.
2. Найти показатели тесноты связи    по каждой модели.


3. Оценить каждую модель через показатель детерминации, среднюю ошибку аппроксимации , - критерий Фишера и выбрать наилучшую из них.



Решение: 1а. Для расчета параметров а и b линейной регрессии  решаем систему нормальных уравнений относительно: и :







По исходным данным рассчитываем ,

Таблица 1.2
	
	у
	х
	ух
	х2
	у2
	

	

	

	Аi

	1
	68,8
	4,5
	309,6
	20,25
	4733,44
	67,1
	1,7
	2,89
	2,47

	2
	58,3
	5,9
	343,97
	34,81
	3398, 89
	59,3
	-1,0
	1
	1,72

	3
	62.6
	5,7
	356, 82
	32,49
	3918,76
	60,4
	2,2
	4,84
	0,51

	4
	56,7
	7,2
	375,12
	51,84
	2714,41
	52,2
	-0,1
	0,01
	0,19

	5
	55,0
	6,2
	337,9
	38,44
	2970,25
	57,7
	-3.2
	10,24
	5,87

	6
	54,3
	6
	342,6
	36
	3260,41
	58,8
	-1,7
	2,89
	2,98

	7
	51
	7,8
	397,8
	60,84
	2601,00
	48,9
	2,1
	4,41
	4,12

	Итого
	404,4
	43,3
	2463,81
	274,67
	23597,16
	404,4
	0,0
	26,28
	20,86

	Ср.знач
	57,77
	6,186
	351,97
	39,24
	3371,02
	-
	-
	
	2,98

	

	5,80
	0,9676
	
	
	
	
	
	
	

	

	33,65
	0,9363
	
	
	
	
	
	
	






Уравнение регрессии:  С увеличением среднедневной заработной платы на 1 руб. доля расходов на покупку продовольственных товаров снижается в среднем на 0,35 процентных пункта.
Рассчитаем линейный коэффициент парной корреляции:


Связь умеренная, обратная.
Определим коэффициент детерминации:



Вариация результата на 7,7% объясняется вариацией факторах х. Подставляя в уравнение регрессии фактические значения х, определим теоретические (расчетные) значения ух. Найдем величину средней ошибки аппроксимации :


Точность модели высокая, в среднем расчетные значения отклоняются от фактических на 2,98 %.
Рассчитаем F-критерий:

. Табличное значение F-критерия при числе степеней свободы 1 и 5 и уровне значимости 0,05 составит Fт =6,61. Т.е. фактическое значение больше табличного, это указывает  на статистическую значимость уравнения регрессии.





1б. Построению степенной модели  предшествует процедура линеаризации переменных. В примере линеаризация производится путем логарифмирования обеих частей уравнения:. Тогда   после замены , получим линейное уравнение: .   Для расчетов используем данные табл. 1.3.   Рассчитаем С и b: 

Получим линейное уравнение: 
Выполнив его потенцирование, получим:




Подставляя в данное уравнение фактические значения х, получаем теоретические значения результата . По ним рассчитаем показатели: тесноты связи - индекс корреляции рху и среднюю ошибку аппроксимации :


 
Характеристики степенной модели указывают, что она несколько лучше линейной функции описывает взаимосвязь.
Таблица 1.3
	
	у
	х
	Y
	X
	YX
	Y2
	X2
	

	

	

	


	1
	68,8
	4,5
	4,2316
	1, 5042
	6, 364
	17,901
	2,2626
	68,6
	0,2
	0,04
	0,29

	2
	58,3
	5,9
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	3
	62.6
	5,7
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	4
	56,7
	7,2
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	5
	55,0
	6,2
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	6
	54,3
	6
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	7
	51
	7,8
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	∑
	404,4
	43,3
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Cp.зн
	57,77
	6,186 
	
	
	
	
	
	
	
	
	



1в. Построению уравнения показательной   регрессии   
предшествует процедура линеаризации переменных при логарифмировании обеих частей уравнения:



где 
Для расчетов используем данные табл. 1.4.Значения параметров регрессии А и В составили:



Получено линейное уравнение: 
Произведем потенцирование полученного уравнения и запишем его в обычной форме:



Тесноту связи оценим через индекс корреляции:


  Связь умеренная.  , что говорит о повышенной ошибке аппроксимации, но в допустимых пределах. Показательная функция чуть хуже, чем степенная, она описывает изучаемую зависимость.
Таблица 1.4

	
	у
	Y
	x
	Yx
	Y2
	х2
	

	

	

	Ai

	1
	68,8
	4,2316
	4,5
	19,0422
	17,901
	20,25
	67,3
	1,5
	2,25
	2,1

	2
	58,3
	4,0660
	5,9
	
	
	
	
	
	
	

	3
	62.6
	4,1374
	5,7
	
	
	
	
	
	
	

	4
	56,7
	3,9532
	7,2
	
	
	
	
	
	
	

	5
	55,0
	3,948
	6,2
	
	
	
	
	
	
	

	6
	54,3
	4,0452
	6
	
	
	
	
	
	
	

	7
	51
	3, 932
	7,8
	
	
	
	
	
	
	

	∑
	404,4
	28,362
	43,3
	
	
	
	
	
	
	

	Ср. зн.
	57,77
	4, 052
	6,186
	
	
	
	
	
	
	



Г. Полулогарифмическая функция 


Линеаризуем уравнение путем замены , тогда получим .


Найдем параметры  и , используя МНК.


Для этого решим систему уравнений относительно  и :


Все необходимые расчеты представим в таблице 4:
	№ п/п
	x
	y
	

	

	

	

	

	

	Ai

	1
	4,5
	68,8
	1,50408
	
	
	
	
	
	

	…
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Сумма
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Ср. знач.
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Таким образом, получили систему уравнений:


отсюда 
Итак, получим уравнение:

.

Д. Обратная функция 


Линеаризуется с помощью замены , тогда . Все необходимые расчеты представим в таблице 5.
                                                                                                        Таблица 5
	№ п/п
	x
	y
	

	

	X2
	

	

	

	Ai

	1
	4,5
	68,8
	0,014535
	0,065407
	
	
	
	
	

	…
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Сумма
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Ср. знач.
	
	
	
	
	
	
	
	
	




Для этого решим систему уравнений относительно  и :





Решая систему любым методом, получим  и  и подставим в уравнение     

Е. Уравнение гиперболы  


Линеаризуется при замене , тогда 
Все необходимые расчеты представим в таблице 6.
	№ п/п
	x
	y
	

	

	
 
	

	

	

	Ai

	1
	4,5
	68,8
	0,2222222
	15,288889
	0,0493826
	
	
	
	

	…
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Сумма
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Ср. знач.
	
	
	
	
	
	
	
	
	




Найдем параметры  и , используя МНК.

Для этого решим систему (1), учитывая, что .
Таким образом, получили систему уравнений:





Оценим тесноту связи результативным фактором (расходами на моторное масло) и факторным признаком (личным располагаемым доходом) с помощью коэффициента корреляции  (для линейной модели), индекса корреляции  (для нелинейных моделей) и коэффициента детерминации , которые рассчитываются по следующим формулам:


,		


				


Получено уравнение: 
где
Найдем средний коэффициент эластичности по формулам, представленным в таблице 7.
Таблица 7
	Вид регрессии
	Формула для расчета

	Линейная
	


	Степенная
	


	Показательная
	


	Полулогарифмическая
	


	Обратная
	


	Гиперболическая
	



Найдем среднюю ошибку аппроксимации по формуле:


, где .
Необходимые расчеты приведены в таблицах 1-6, а также в таблице 9.

Оценим статистическую надежность результатов регрессионного моделирования с помощью F-критерия Фишера:

.
Для линейной модели построим таблицу дисперсионного анализа (таблица 8).
	Источники вариации
	Число степеней свободы
	Сумма квадратов отклонений
	Дисперсия на одну степень свободы
	F-отношение

	
	
	
	
	Фактическое
	
Табличное 

	Общая
	20
	7,74
	-
	-
	-

	Объясненная
	1
	4,8025
	4,8025
	31,063
	4,3807

	Остаточная
	19
	2,9375
	0,1546
	1
	-


Строим сводную таблицу 9, чтобы сравнить все полученные регрессии. 
 Таблица 9
	Вид регрессии
	

, 
	R2, r2
	

	

	F
	


	Линейная
	
	
	
	
	
	

	Степенная
	
	
	
	
	
	

	Показательная
	
	
	
	
	
	

	Полулогарифмическая
	
	
	
	
	
	

	Обратная
	
	
	
	
	
	

	Гиперболическая
	
	
	
	
	
	


    Тема 7.     Выбор лучшего уравнения регрессии.
      
   После  определения всех уравнений регрессии и их характеристик, составим общую или сводную таблицу. Например, как в следующем случае. Проанализируем ее.     
	Вид регрессии
	[image: ], [image: ]
	R2, r2
	[image: ]
	[image: ]
	F
	[image: ]

	Линейная
	-0,7877
	0,6205
	6,93
	-0,4873
	31,063
	2,98

	Степенная
	0,7485
	0,5603
	7,34
	-0,4658
	24,208
	3,404

	Показательная
	0,7771
	0,6039
	6,97
	1,6901
	28,971
	3,065

	Полулогарифмическая
	0,765
	0,585
	7,23
	-0,458
	26,732
	3,216

	Обратная
	0,7597
	0,5771
	7,11
	-0,5136
	25,929
	3,274

	Гиперболическая
	0,7316
	0,5352
	7,69
	-0,408
	21,875
	3,598



Из итоговой таблицы видно, что коэффициент корреляции max для линейной регрессии, коэффициент детерминации max, а коэффициент аппроксимации минимален, поэтому можно сделать вывод: наиболее сильное влияние личный располагаемый доход оказывает на расходы на моторное масло при использовании в качестве аппроксимирующей функции линейной функции.
Для всех моделей [image: ], следовательно, все модели являются адекватными. Возможны три случая:
1. Из таблицы  видно, что лучшим уравнением регрессии является линейная функция, так как коэффициент детерминации для этой функции является наибольшим из представленных в таблице, сумма квадратов отклонений фактических значений результативного признака от расчетных является наименьшей и средний коэффициент аппроксимации является наименьшим.
1. Если получается, что коэффициент детерминации для нелинейной регрессии [image: ] больше [image: ] коэффициента детерминации для линейной регрессии, надо рассмотреть модуль [image: ]. Если разность небольшая, т.е. условие модуля выполняется, то все равно выбираем линейную регрессию для дальнейших расчетов. 
1. Чем больше кривизна линии регрессии, тем [image: ]<[image: ]. Если [image: ] превышает 0,1, то предположение о линейной форме связи считается  не оправданным. В этом случае проводится оценка существенности различия [image: ] по критерию Стьюдента.  [image: ]
[image: ]
[image: ]- ошибка разности между [image: ] и [image: ]
             [image: ]

Если t < 2, то различия между [image: ] и [image: ]несущественны, и возможно применение линейной регрессии.
Если t >2, то различия существенны и замена нелинейной регрессии уравнением линейной функции невозможна.
В нашем примере лучшей является линейная модель. Для  линейной регрессии выполняются все дальнейшие расчеты и прогнозы.
Деловая игра : по своим вариантам выберите лучшее уравнение и объясните 
Почему, вы так сделали.

Тема 8. Подготовка к контрольной работе. Коэффициент эластичности
Задача 1. Могут ли следующие уравнения быть преобразованы в уравнения, линейные по параметрам?

а) 

б) 

в) 

г) 
Задача 2. По группе предприятий, производящих однородную продукцию, известно, как зависит себестоимость единицы продукции у от факторов, приведенных в табл. 1.1.
Таблица 1.1
	Признак-фактор
	Уравнение парной регрессии
	Среднее значение фактора

	Объем производства, млн руб., х1
	

	


	Трудоемкость единицы продукции, чел.-час , х2
	

	


	Оптовая цена за 1 т энергоносителя, млн. руб., х3
	

	


	Доля прибыли, изымаемой государством, %, х4
	

	



Требуется:
1. Определить с помощью коэффициентов эластичности силу влияния каждого фактора на результат.
2.Ранжировать факторы по силе влияния.
Решение:

1. Для уравнения равносторонней гиперболы 



Для уравнения прямой 



Для уравнения степенной зависимости 




Для уравнения показательной зависимости :



2. Сравнивая значения , ранжируем xj по силе их влияния на себестоимость единицы продукции:


а);           в);


б);      г).
Для формирования себестоимости продукции группы предприятий первоочередное значение имеют цены на энергоносители; в гораздо меньшей степени влияют трудоемкость продукции и отчисляемая часть прибыли. Фактором снижения себестоимости выступает размер производства: с ростом его на 1% себестоимость единицы продукции снижается на -0,97%.
Задача 3. Зависимость потребления продукта А от среднедушевого дохода по данным 20 семей характеризуется следующим образом:

уравнение регрессии ;

индекс корреляции ;

остаточная дисперсия .
Требуется: Провести дисперсионный анализ полученных результатов.
Решение: Результаты дисперсионного анализа приведены в табл. 1.2.
                                                                                      Таблица 1.2
	Вариация
результата у
	Число степеней свободы
	Сумма квадратов отклонений, S
	Дисперсия на одну степень свободы, D
	Fфакт
	Fтабл



	Общая
	

	6,316
	–
	–
	–

	Факторная
	

	5,116
	5,116
	76,7
	4,41

	Остаточная
	

	1,200
	0,0667
	–
	–





В силу того что Fфакт = 76,7 > Fтабл = 4,4, гипотеза о случайности различий факторной и остаточной дисперсий отклоняется. Эти различия существенны, статистически значимы, уравнение надежно, значимо, показатель тесноты связи надежен и отражает устойчивую зависимость потребления продукта А от среднедушевого дохода.

Задача 4. По территориям региона приводятся данные за 2008 г. (табл. 1.3).
                                                                            Таблица 1.3
	Номер
региона
	Среднедушевой прожиточный минимум в день одного трудоспособного, руб., х
	Среднедневная заработная плата, руб., у

	1
	78
	133

	2
	82
	148

	3
	87
	134

	4
	79
	154

	5
	89
	162

	6
	106
	195

	7
	67
	139

	8
	88
	158

	9
	73
	152

	10
	87
	162

	11
	76
	159

	12
	115
	173


Требуется:
1. Построить линейное уравнение парной регрессии у от х.
2. Рассчитать линейный коэффициент парной корреляции и среднюю ошибку аппроксимации.
3. Оценить статистическую значимость параметров регрессии и корреляции.
4. Выполнить прогноз заработной платы у при прогнозном значении среднедушевого прожиточного минимума х, составляющем 107% от среднего уровня.
5. Оценить точность прогноза, рассчитав ошибку прогноза и его доверительный интервал.
Решение: 1. Для расчета параметров уравнения линейной регрессии строим расчетную таблицу (табл. 1.4).
Таблица 1.4
	
	x
	у
	ух
	х2
	у2
	

	

	


	1
	78
	133
	10374
	6084
	17689
	149
	-16
	12,0

	2
	82
	148
	12136
	6724
	21904
	152
	-4
	2,7

	3
	87
	134
	11658
	7569
	17956
	157
	-23
	17,2

	4
	79
	154
	12166
	6241
	23716
	150
	4
	2,6

	5
	89
	162
	14418
	7921
	26244
	159
	3
	1.9

	6
	106
	195
	20670
	11236
	38025
	174
	21
	10,8

	7
	67
	139
	9313
	4489
	19321
	139
	0
	0,0

	8
	88
	158
	13904
	7744
	24964
	158
	0
	0,0

	9
	73
	152
	11096
	5329
	23104
	144
	8
	5,3

	10
	87
	162
	14094
	7569
	26244
	157
	5
	3,1

	11
	76
	159
	12084
	5776
	25281
	147
	12
	73

	12
	115
	173
	19895
	13225
	29929
	183
	-10
	5,8

	Итого
	1027
	1869
	161808
	89907
	294377
	1869
	0
	68,8

	Среднее
значение
	85,6
	155,8
	13484,0
	7492,3
	24531,4
	
	
	5,7

	

	12,95
	16,53
	
	
	
	
	
	

	

	167,7
	273,4
	
	
	
	
	
	






Получено уравнение регрессии: 
С увеличением среднедушевого прожиточного минимума на 1 руб. среднедневная заработная плата возрастает в среднем на 0,92 руб.
2. Тесноту линейной связи оценит коэффициент корреляции:


Это означает, что 52% вариации заработной платы (у) объясняется вариацией факторах - среднедушевого прожиточного минимума. Качество модели определяет средняя ошибка аппроксимации:

Качество построенной модели оценивается как хорошее, так как  не превышает 8-1 0%.
3. Оценку статистической значимости параметров регрессии проведем с помощью t-статистики Стьюдента и путем расчета доверительного интервала каждого из показателей.

Выдвигаем гипотезу Н0 о статистически незначимом отличии показателей от нуля: .


Tтабл для числа степеней свободы и составит 2,23.

Определим случайные ошибки :



Тогда   
Фактические значения t-статистики превосходят табличные значения:




поэтому гипотеза Н0 отклоняется, т.е. и  не случайно отличаются от нуля, а статистически значимы.
Рассчитаем доверительный интервал для a и b. Для этого определим предельную ошибку для каждого показателя:


Доверительные интервалы:



     



     

Анализ верхней и нижней границ доверительных интервалов говорит о  том, что с вероятностью параметры a и b, являются статистически значимыми.

4. Полученные оценки уравнения регрессии позволяют использовать его для прогноза. Если прогнозное значение прожиточного минимума составит:  тыс. руб., тогда прогнозное значение прожиточного минимума составит:

 тыс. руб.
5. Ошибка прогноза составит с учетом :

 тыс. руб.
Предельная ошибка прогноза, которая в 95% случаев не будет превышена, составит:


Доверительный интервал прогноза:




 руб.;      руб.


Выполненный прогноз среднемесячной заработной платы оказался надежным , но недостаточно точным, так как диапазон верхней и нижней границ доверительного интервала  составляет 1,95 раза:


Задача 5.

Определить зависимость урожайности озимой пшеницы от количества внесенных удобрений ,где х - количество удобрений в центнерах (ц) на 1 гектар (га), у - урожайность в ц на 1 га.

	х
	1
	2
	3
	4
	5

	у
	6
	9
	10
	12
	13



Расчетная таблица

	х
	у
	х2
	х3
	х4
	ху
	ух2
	

		




	


	1
	6
	1
	1
	1
	6
	6
	6,2
	-0,2
	0,04

	2
	9
	4
	8
	16
	18
	36
	8,5
	0,5
	0,25

	3
	10
	9
	27
	81
	30
	90
	10,4
	-0,4
	0,16

	4
	12
	16
	64
	256
	48
	192
	11,9
	0,1
	0,01

	5
	13
	25
	125
	625
	65
	325
	13,0
	0
	0

	15
	50
	55
	225
	979
	167
	649
	50
	0
	0,46



МНК для модели:


			(*)

Решаем систему (*), методом треугольников, получим:



				

 – уравнение регрессии.
                  
                  
Темы 9 – 12. Множественная регрессия и корреляция

Множественная регрессия - уравнение связи с несколькими независимыми переменными:

, где  у- зависимая переменная (результативный признак);
х1,х2,...,хр - независимые переменные (факторы).

Для построения уравнения множественной регрессии чаще используются следующие функции:
	•   линейная – ;

•   степенная – ;
· 
экспонента – 
· 
гипербола – у =.

Можно использовать и другие функции, приводимые к линейному виду.
Для оценки параметров уравнения множественной регрессии применяют метод наименьших квадратов (МНК). Для линейных уравнений и нелинейных уравнений, приводимых к линейным, строится следующая система нормальных уравнений, решение которой позволяет получить оценки параметров регрессии:




Для ее решения может быть применён метод определителей:





 …,

где Δ = - определитель системы;

Δа, Δb1,…, Δb2 - частные определители, которые получаются путем замены соответствующего столбца матрицы определителя системы данными левой части системы.

Другой вид уравнения множественной регрессии - уравнение регрессии в стандартизованном масштабе:




где ,  - стандартизованные переменные;
βi - стандартизованные коэффициенты регрессии.

К уравнению множественной регрессии в стандартизованном масштабе применим МНК. Стандартизованные коэффициенты регрессии (β-коэффициенты) определяются из следующей системы уравнений:



Связь коэффициентов множественной регрессии bi- со стандартизованными коэффициентами βi описывается соотношением:

.

Параметр а определяется: а = .
Средние коэффициенты эластичности для линейной регрессии рассчитываются по формуле:

.
Для расчета частных коэффициентов эластичности применяется следующая формула:

.
Тесноту совместного влияния факторов на результат оценивает индекс множественной корреляции:

.
Значение индекса множественной корреляции лежит в пределах от 0 до 1 и должно быть больше или равно максимальному парному индексу корреляции:


 (i=).

Индекс множественной корреляции для уравнения в стандартизованном масштабе можно записать в виде:

.

При линейной зависимости коэффициент множественной корреляции можно определить через матрицу парных коэффициентов корреляции:

,	где

 - определитель матрицы парных коэффициентов корреляции;

 - определитель матрицы межфакторной корреляции.

Частные коэффициенты (или индексы) корреляции, измеряющие влияние на у фактора хi при неизменном уровне других факторов, можно определить по формуле:

.
или по рекуррентной формуле:

.
Частные коэффициенты корреляции изменяются в пределах от -1 до 1.
Качество построенной модели в целом оценивает коэффициент (индекс) детерминации. Коэффициент множественной детерминации рассчитывается как квадрат индекса множественной корреляции:

.
Скорректированный индекс множественной детерминации содержит поправку на число степеней свободы и рассчитывается по формуле:

,
где n - число наблюдений; т- число факторов.
Значимость уравнения множественной регрессии в целом оценивается с помощью F-критерия Фишера:

.
Частный F-критерий оценивает статистическую значимость присутствия каждого из факторов в уравнении. В общем виде для фактора xi частный F-критерий определится как:

.
Оценка значимости коэффициентов чистой регрессии с помощью t-критерия Стьюдента сводится к вычислению значения:

.

где  - стандартная коэффициента регрессии bi она может быть определена по следующей формуле:

.
При построении уравнения множественной регрессии может возникнуть проблема мулътиколлинеарности факторов, их тесной линейной связанности.

Считается, что две переменные явно коллинеарны, т.е. находятся между собой в линейной зависимости, если .
По величине парных коэффициентов корреляции обнаруживается лишь явная коллинеарность факторов. Наибольшие трудности в использовании аппарата множественной регрессии возникают при наличии мулътиколлинеарности факторов. Чем сильнее мультиколлинеарность факторов, тем менее надежна оценка распределения суммы объясненной вариации по отдельным факторам с помощью метода наименьших квадратов.
Для оценки мультиколлинеарности факторов может использоваться определитель матрицы парных коэффициентов корреляции между факторами.

Если бы факторы не коррелировали между собой, то матрица парных коэффициентов корреляции между факторами была бы единичной матрицей, поскольку все недиагональные элементы  были бы равны нулю. Так, для включающего три объясняющих переменных уравнения 


матрица коэффициентов корреляции между факторами имела бы определитель, равный 1:




так как  и .
Если же, наоборот, между факторами существует полная линейная зависимость и все коэффициенты корреляции равны 1, то определитель такой матрицы равен 0:


Чем ближе к 0 определитель матрицы межфакторной корреляции, тем сильнее мультиколлинеарность факторов и ненадежнее результаты множественной регрессии. И наоборот, чем ближе к 1 определитель матрицы межфакторной корреляции, тем меньше мультиколлинеарность факторов.







Проверка мультиколлинеарности факторов может быть проведена методом испытания гипотезы о независимости переменных . Доказано, что величина  имеет приближенное распределение  с (0,5n*(n-1)) степенями свободы. Если фактическое значение  превосходит распределение табличное (критическое)  гипотеза отклоняется. Это означает, что Det |R|1, недиагональные ненулевые коэффициенты корреляции указывают на коллинеарность факторов. Мультиколлинеарность считается доказанной.

Для применения МНК требуется, чтобы дисперсия остатков была гомоскедастичной. Это значит, что для каждого значения фактора хj остатки  имеют одинаковую дисперсию. Если это условие не соблюдается, то имеет место гетероскедастичностъ.
При нарушении гомоскедастичности мы имеем неравенства


, ji.
При малом объеме выборки для оценки гетероскедастичности может использоваться метод Гольдфельда - Квандта. Основная идея теста Гольдфельда - Квандта состоит в следующем:
1. упорядочение п наблюдений по мере возрастания переменной х;
1. исключение из рассмотрения С центральных наблюдений; при этом (п-С):2>р, где p - число оцениваемых параметров;
1. разделение совокупности из (п - С) наблюдений на две группы (соответственно с малыми и с большими значениями фактора x) и определение по каждой из групп уравнений регрессии;
1. определение остаточной суммы квадратов для первой (S1) и второй (S2) групп и нахождение их отношения: R = S1: S2.
При выполнении нулевой гипотезы о гомоскедастичности отношение R будет удовлетворять F-критерию со степенями свободы ((п - С - 2р) : 2) для каждой остаточной суммы квадратов. Чем больше величина R превышает табличное значение F-критерия, тем более нарушена предпосылка о равенстве дисперсий остаточных величин.
Уравнения множественной регрессии могут включать в качестве независимых переменных качественные признаки (например, профессия, пол, образование, климатические условия, отдельные регионы и т.д.). Чтобы ввести такие переменные в регрессионную модель, их необходимо упорядочить и присвоить им те или иные значения, т.е. качественные переменные преобразовать в количественные.
Такого вида сконструированные переменные принято в эконометрике называть фиктивными переменными. Например, включать в модель фактор «пол» в виде фиктивной переменной можно в следующем виде:

 пол.
Коэффициент регрессии при фиктивной переменной интерпретируется как среднее изменение зависимой переменной при переходе от одной категории (женский пол) к другой (мужской пол) при неизменных значениях остальных параметров. На основе t-критерия Стьюдента делается вывод о значимости влияния фиктивной переменной, существенности расхождения между категориями.
Решение типовых задач
Задача 1
По 30 территориям России имеются данные, представленные в табл. 

Таблица 2.1

	Признак
	Среднее
значение
	Среднее квадратическое отклонение
	Линейный коэффициент парной корреляции

	Среднедневной душевой доход, руб., у 
	433,5
	61,44
	-

	Среднедневная заработная плата одного работающего, руб., х1
	254,9
	25,86
	


	Средний возраст безработного, лет, х2 
	33,5
	0,58
	






Требуется:
1. Построить уравнение множественной регрессии в стандартизованной и естественной форме; рассчитать частные коэффициенты эластичности, сравнить их с β1 и β2, пояснить различия между ними.
1. Рассчитать линейные коэффициенты частной корреляции и коэффициент множественной корреляции, сравнить их с линейными коэффициентами парной корреляции, пояснить различия между ними.
1. Рассчитать общий и частные F-критерии Фишера.
Решение:

1. Линейное уравнение множественной регрессии у от х1 и х2 имеет вид: у = а+b1∙х1+b2∙x2. Для расчета его параметров применим метод стандартизации переменных и построим искомое уравнение в стандартизованном масштабе: . Расчет β-коэффициентов выполним по формулам:




Получим уравнение:   ty=0,8273tx1-0,1141tx2.

Для построения уравнения в естественной форме рассчитаем b1 и b2, используя формулы для перехода от βi к bi:


	
Значение а определим из соотношения:




Для характеристики относительной силы влияния х1 и х2 на у рассчитаем средние коэффициенты эластичности:

;


		
С увеличением средней заработной платы на 1 % от ее среднего уровня средний душевой доход у возрастает на 1,16 % от своего среднего уровня; при повышении среднего возраста безработного х2 на 1 % среднедушевой доходу снижается на 0,93 % от своего среднего уровня. Очевидно, что сила влияния средней заработной платы х1 на средний душевой доход у оказалась большей, чем сила влияния среднего возраста безработного х2 К аналогичным выводам о силе связи приходим при сравнении модулей значений β1и β2:

.




Различия в силе влияния фактора на результат, полученные при сравнении. и , объясняются тем, что коэффициент эластичности исходит из соотношения средних: , а β-коэффициент - из соотношения средне- квадратических отклонений .
2. Линейные коэффициенты частной корреляции здесь рассчитываются по рекуррентной формуле:

;

;

.

Если сравнить значения коэффициентов парной и частной корреляции, то приходим к выводу, что из-за слабой межфакторной связи (= -0,116) коэффициенты парной и частной корреляции отличаются незначительно: выводы о тесноте и направлении связи на основе коэффициентов парной и частной корреляции совпадают:



		



		.

Расчет линейного коэффициента множественной  корреляции выполним с использованием коэффициентов и βj:

	Зависимость у от x1 и x2 характеризуется как тесная, в которой 72 % вариации среднего душевого дохода определяются вариацией учтенных в модели факторов: средней заработной платы и среднего возраста безработного. Прочие факторы, не включенные в модель, составляют соответственно 28 % от общей вариации у.
3. Общий F-критерий проверяет гипотезу H0 о статистической значимости уравнения регрессии и показателя тесноты связи (R2 = 0):


Fтабл=3,4;		α=0,05.





Сравнивая Fтабл и Fфакт приходим к выводу о необходимости отклонить гипотезу H0, так как Fтабл=3,4<Fфакт=34,6. С вероятностью 1 - α = 0,95 делаем заключение о статистической значимости уравнения в целом и показателя тесноты связи , которые сформировались под неслучайным воздействием факторов х1 и Fх2. Частные F-критерии -  и оценивают статистическую значимость присутствия факторов х1 и х2 в уравнении множественной регрессии, оценивают целесообразность включения в уравнение одного фактора после другого фактора, т.е. оценивает целесообразность включения в уравнение фактора х1 после того, как в него был включен фактор х2. Соответственно  указывает на целесообразность включения в модель фактора x2 после фактора х1:





Сравнивая Fтабл и Fфакт, приходим к выводу о целесообразности включения в модель фактора х1 после фактора х2, так как . Гипотезу  о несущественности прироста  за счет включения дополнительного фактора х1 отклоняем и приходим к выводу о статистически подтвержденной целесообразности включения фактора х1 после фактора х2.

Целесообразность включения в модель фактора х2 после фактора х1 проверяет :





Низкое значение  (немногим больше 1) свидетельствует о статистической незначимости прироста за счет включения в модель фактора х2 после фактора х1. Следовательно, подтверждается нулевая гипотеза  о нецелесообразности включения в модель фактора х2 (средний возраст безработного). Это означает, что парная регрессионная модель зависимости среднего дохода от средней заработной платы является достаточно статистически значимой, надежной и что нет необходимости улучшать ее, включая дополнительный фактор х2 (средний возраст безработного).
Задача 2
По 20 территориям России изучаются следующие данные (табл. 2.2): зависимость среднегодового душевого дохода у (тыс. руб.) от доли занятых тяжелым физическим трудом в общей численности занятых х1 (%) и от доли экономически активного населения в численности всего населения х2 (%).
	Признак
	Среднее значение
	Среднеквадрати-ческое отклонение
	Характеристика 
тесноты связи
	Уравнение связи

	у
	112,76
	31,58
	

	


	х1
	5,40
	3,34
	

	


	х2
	50,88
	1,74
	

	


	
	
	
	

	



Требуется:
1. Составить таблицу дисперсионного анализа для проверки при уровне значимости α= 0,05 статистической значимости уравнения множественной регрессии и его показателя тесноты связи.
1. С помощью частных F-критериев Фишера оценить, насколько целесообразно включение в уравнение множественной регрессии фактора х1 после фактора х2 и насколько целесообразно включение х2 после x1.
1. Оценить с помощью t-критерия Стьюдента статистическую значимость коэффициентов при переменных х1 и х2 множественного уравнения регрессии.
Решение:1. Задача дисперсионного анализа состоит в проверке нулевой гипотезы H0 о статистической незначимости уравнения регрессии в целом и показателя тесноты связи.
Анализ выполняется при сравнении фактического и табличного (критического) значений F-критерия Фишера Fтабл и Fфакт определяется из соотношения значений факторной и остаточной дисперсий, рассчитанных на одну степень свободы:


где    п     - число единиц совокупности,
        т     - число факторов в уравнении линейной регрессии;
        ŷ      - фактическое значение результативного признака;

       - расчетное значение результативного признака.
Результаты дисперсионного анализа представлены в табл. 2.3.
Таблица 2.3
	Вариация результата, у
	Число степеней свободы
	Сумма квадратов отклонений, S
	Дисперсия на одну степень свободы, s2
	Fфакт
	Fтабл
α = 0,05,
k1=2. k2=17

	Общая
	df=n-1=19
	19945,9
	-
	-
	-

	Факторная
	k1 = т = 2
	11918,3
	5959,15
	12,62
	3,59

	Остаточная 
	k2 =n-m- 1 = 17
	8027,6
	472,21
	-
	-




;

;
[image: ];

.

Сравнивая Fтабл и Fфaкт, приходим к выводу о необходимости отклонить гипотезу Н0 и сделать вывод о статистической значимости уравнения регрессии в целом и значения , так как они статистически надежны и сформировались под систематическим действием неслучайных причин. Вероятность того, что допускаются ошибки при отклонении нулевой гипотезы, не превышает 5 %, и это является достаточно малой величиной.
2. Частный F-критерий Фишера оценивает статистическую целесообразность включения фактора х1 в модель после того, как в нее включен фактор х2. Частный F-критерий Фишера строится как отношение прироста факторной дисперсии за счет дополнительно включенного фактора (на одну степень свободы) к остаточной дисперсии (на одну степень свободы), подсчитанной по модели с включенными факторами х1 и х2.:
[image: ].
Результаты дисперсионного анализа представлены в табл. 2.4.
[image: ];

;

;

;

.

Таблица 2.4
	Вариация результата, у
	Число степеней свободы
	Сумма квадратов отклонений, S
	Дисперсия на одну 
степень 
свободы, s2
	Fфакт
	Fтабл
α=0,05,
k1=2,
k2=17

	Общая 
	df=n-1=19
	19945,9 
	- 
	- 
	- 

	Факторная 
В том числе: 
•за счет х2
• за счет дополнительно 
включенного x1
	k1=m = 2

1 


1 
	11918,3 

5127,1 


6791,2 
	5959,15 

5127,1 


6791,2 
	12,62 

10,86 


14,38 
	3,59 

4,45 


4,45 

	Остаточная
	k2=n-m-1=17
	8027,6 
	472,21 
	- 
	- 




Включение фактора х1 после фактора х2 оказалось статистически значимым и оправданным: прирост факторной дисперсии (в расчете на одну степень свободы) оказался существенным, т.е. следствием дополнительного включения в модель систематически действующего фактора x1, так как .


Аналогично проверим целесообразность включения в модель дополнительного фактора х2 после включенного ранее фактора х1. Расчет выполним с использованием показателей тесноты связи  и :

.



Приходим к выводу, что включение фактора х2 после х1 оказалось бесполезным: прирост факторной дисперсии в расчете на одну степень свободы был несущественен, статистически незначим, т.е. влияние х2 не является устойчивым, систематическим. Вполне возможно ограничиться построением линейного уравнения парной регрессии  от х1.


3. Оценка с помощью t-критерия Стьюдента значимости коэффициентов b1 и b2 связано с сопоставлением их значений с величиной их случайных ошибок:  и , расчет которых сложен и трудоемок. Поэтому рассмотрим более простой способ: расчет значений t-критерий Стьюдента через частный F-критерий Фишера: 






По таблице приложения II из [11] для ; . Сравним , коэффициент регрессии b1 является статистически значимым, надежным, на него можно опираться в анализе и в прогнозе. Т.к. , т.е. величина b2 является статистически незначимой, ненадежной в силу того, что она формируется преимущественно под воздействием случайных факторов.

Задача 3
По 20 предприятиям региона (табл. 2,5) изучается зависимость выработки продукции на одного работника у (тыс. руб.) от ввода в действие новых основных фондов х1 (% от стоимости фондов на конец года) и от удельного веса рабочих высокой квалификации в общей численности рабочих х2 (%).
Таблица 2.5
	Номер
предприятия
	у
	х1
	х2
	Номер 
предприятия
	у
	х1
	х2

	1
	7,0
	3,9
	10,0
	11
	9,0
	6,0
	21,0

	2
	7,0
	3,9
	14,0
	12
	11,0
	6,4
	22,0

	3
	7,0
	3,7
	15,0
	13
	9,0
	6,8
	22,0

	4
	7,0
	4,0
	16,0
	14
	11,0
	7,2
	25,0

	5
	7,0
	3,8
	17,0
	15
	12,0
	8,0
	28,0

	6
	7,0
	4,8
	19,0
	16
	12,0
	8,2
	29,0

	7
	8,0
	5,4
	19,0
	17
	12,0
	8,1
	30,0

	8
	8,0
	4,4
	20,0
	18
	12,0
	8,5
	31,0

	9
	8,0
	5,3
	20,0
	19
	14,0
	9,6
	32,0

	10
	10,0
	6,8
	20,0
	20
	14,0
	9,0
	36,0


Требуется:
1. Оценить показатели вариации каждого признака и сделать выводы о возможностях применения МНК для их изучения.
2. Проанализировать линейные коэффициенты парной и частной корреляции.
3. Написать уравнение множественной регрессии, оценить значимость его параметров, пояснить их экономический смысл.

4. С помощью F-критерия Фишера оценить статистическую надежность уравнения регрессии и . Сравнить значения скорректированного и нескорректированного линейных коэффициентов множественной детерминации.
5. С помощью частных F-критериев Фишера оценить целесообразность включения  уравнение множественной регрессии фактора х1 после х2 и фактора х2 после х1.
6. Рассчитать средние частные коэффициенты эластичности и дать на их основе сравнительную оценку силы влияния факторов на результат.
Для решения заполним расчетную таблицу (2.6).
Таблица 2.6
	№ п/п
	у
	х1
	х2
	

	

	х1х2
	у2
	ух1
	ух2

	1
	7
	3,9
	10
	15,21
	100
	39
	49
	27,3
	70

	2
	7
	3,9
	14
	15,21
	196
	54,6
	49
	27,3
	98

	3
	7
	3,7
	15
	13,69
	225
	55,5
	49
	25,9
	105

	4
	7
	4
	16
	16
	256
	64
	49
	28
	112

	5
	7
	3,8
	17
	14,44
	289
	64,6
	49
	26,6
	119

	6
	7
	4,8
	19
	23,04
	361
	91,2
	49
	33,6
	133

	7
	8
	5,4
	19
	29,16
	361
	102,6
	64
	43,2
	152

	8
	8
	4,4
	20
	19,36
	400
	88
	64
	35,2
	160

	9
	8
	5,3
	20
	28,09
	400
	106
	64
	42,4
	160

	10
	10
	6,8
	20
	46,24
	400
	136
	100
	68
	200

	11
	9
	6
	21
	36
	441
	126
	81
	54
	189

	12
	11
	6,4
	22
	40,96
	484
	140,8
	121
	70,4
	242

	13
	9
	6,8
	22
	46,24
	484
	149,6
	81
	61,2
	198

	14
	11
	7,2
	25
	51,84
	625
	180
	121
	79,2
	275

	15
	12
	8,0
	28
	64
	784
	224
	144
	96
	336

	16
	12
	8,2
	29
	67,24
	841
	237,8
	144
	98,4
	348

	17
	12
	8,1
	30
	65,61
	900
	243
	144
	97,2
	360

	18
	12
	8,5
	31
	75,25
	961
	263,5
	144
	102
	372

	19
	14
	9,6
	32
	92,16
	1024
	307,2
	196
	134,4
	448

	20
	14
	9,0
	36
	81
	1296
	324
	196
	126
	504

	

	192
	123,8
	446
	837,74
	10828
	2997,4
	1958
	1276,3
	4581

	Ср. знач
	9,6
	6,19
	22,3
	41,887
	541,4
	149,87
	97,9
	63,815
	229,05




1) 		

Наблюдается повышенный уровень варьирования признаков, но в допустимых пределах . Значит совокупность предприятий однородна, и для ее изучения может использоваться МНК и вероятностные методы.

2. Матрица коэффициентов парной регрессии

;

;

.
Матрица коэффициентов парной корреляции

	
	y
	x1
	x2

	y
	1
	
	

	x1
	0,9699
	1
	

	x2
	0,9408
	0,9428
	1



Коэффициенты частной корреляции

;


;;


Значения коэффициентов парной корреляции указывают на весьма тесную связь у и х1 и у и х2. Но в то же время  межфакторная связь превышает  тесноту связи х2 с у. Для улучшения модели можно исключить из нее фактор х2 как малоинформативный, недостаточно статистически надежный.


Коэффициенты частной корреляции дают более точную характеристику тесноты связи двух признаков, чем коэффициенты парной корреляции, так как очищают парную зависимость от воздействия данной пары признаков с другими признаками, представленными в модели. Наиболее тесно связаны у и , связь у и . Это приводит к выводу о необходимости исключить фактор х2 - доля высококвалифицированных рабочих - из правой части уравнения множественной регрессии.
Если сравнить коэффициенты парной и частной корреляции, то можно увидеть, что из-за высокой межфакторной зависимости коэффициенты парной корреляции дают завышенные оценки тесноты связи


;			;


;		.
Поэтому, по причине сильной коллинеарности (взаимосвязи) факторов рекомендуется исключить из исследования тот фактор, у которого теснота парной зависимости меньше, чем теснота межфакторной связи, т.е. х2.

3. Вычисление параметров линейного уравнения множественной регрессии       



		
Х - матрица значений объясняющих переменных или матрица плана, обратите внимание на то, что в матрицу х дополнительно введен столбец все элементы которого равны 1.









Найдем обратную матрицу 



Найдем присоединенную матрицу 







.
Значения случайных ошибок параметров а, b1 и b2



;         ;              



                         
Критерий Стьюдента:


 


ta>tтабл; ; .
То есть параметры а и b1 статистически значимы, а b2 - статистически не значим, не надежен, т.е. его можно рассматривать как неинформативный фактор, лучше его удалить из данного уравнения.
Величины b1 и b2 указывают, что с увеличением х1 и х2 на единицу результат увеличивается соответственно на 0,9459 и 0,0856 млн. руб.
4. Оценку надежности уравнения регрессии в целом и показателя тесноты связи Ryx, x2 дает F-критерий Фишера.
Найдем стандартизованные коэффициенты регрессии




     


 (по таблице приложения I для).
Fф > Fтабл.
Скорректированный коэффициент множественной детерминации.



Нескорректированный коэффициент множественной детерминации  оценивает долю вариации результата за счет представленных в уравнении факторов в общей вариации. 94,67% высокая степень обусловленности вариации результата, и только 5,33 % не учтены моделью.

Скорректированный коэффициент множественной детерминации  определяет тесноту связи с учетом степеней свободы общей и остаточной дисперсий. Он зависит от числа факторов в модели, и позволяет сравнивать модели с разным числом факторов.
5. Частные критерия Фишера оценивают статистическую значимость присутствия каждого из факторов в уравнении.

       


                                   

т.е. фактор х1 целесообразно включать в уравнение регрессии после х2.

;
Fтабл =4,45.		Fфакт < Fтабл.
Фактор x2 нецелесообразно включать в уравнение регрессии после х1.

Общий вывод: Множественная модель с факторами х1 и х2 с  содержит неинформативный фактор х2. Если исключить фактор х2, то можно ограничиться уравнением парной регрессии


     ;		
более простым, хорошо детерминированным пригодным для анализа и прогноза.



6. Средние частные коэффициенты эластичности  показывают, на сколько процентов от значения от своей средней  изменится результат при изменении фактора хj на 1% от своей средней   и при фиксированном воздействии на у всех прочих факторов, включенных в уравнение  регрессии. Для линейной зависимости 



   ,     %,     %
Можно сделать вывод о более сильном влиянии на результат у фактора х1 чем х2: 0,6 % против 0,2 %.
Задача 4.
Имеются данные о сменной добыче угля на одного рабочего у(т), мощности пласта х1(м)  и уровне механизации работ х2 (%), характеризующие процесс добычи угля в 10 шахтах.
Полагая, что между у, х1 и х2 существует линейная корреляционная зависимость. Найти ее аналитическое выражение (уравнение регрессии у по х1  и х2)
	№ п/п
	х1
	х2
	у

	1
	8
	5
	5

	2
	11
	8
	10

	3
	12
	8
	10

	4
	9
	5
	7

	5
	8
	7
	5

	6
	8
	8
	6

	7
	9
	6
	6

	8
	9
	4
	5

	9
	8
	5
	6

	10
	12
	7
	8












Ответ: 
Задача 5.
В таблице приведены данные о годовых доходностях акций компаний А, В и С, принадлежащих одной отрасли (эти данные представляют собой временные ряды доходностей)
	№ п/п
	Доходность акций компании А (ут)
	Доходность акций компании В (х1)
	Доходность акций компании С (х2)

	1
	-2,54
	-5,31
	-2,07

	2
	26,50
	16,84
	19,34

	3
	4,44
	0,07
	3,63

	4
	17,12
	10,03
	13,28

	5
	10,19
	4,89
	7,68

	6
	13,88
	7,52
	10,51

	7
	4,55
	0,23
	3,68

	8
	10,28
	5,53
	8,78

	9
	11,76
	5,94
	8,67

	10
	11,89
	6,09
	8,60

	11
	5,14
	0,93
	3,74

	12
	7,70
	3,22
	6,25

	13
	7,17
	2,08
	5,67

	14
	7,57
	2,81
	5,84

	15
	17,46
	10,73
	13,54


                                                           Ответ: ух=3,3310 + 1,0880х1 + 0,2146х2
Задача 6.
Торговое предприятие имеет несколько филиалов. Руководство предприятия изучает вопрос об открытии еще одного филиала. Для принятия обоснованного решения необходимо знать, как годовой товарооборот отдельного филиала (у, млн.руб.) зависит от торговой площади (х1, тыс. кв. метров) и среднедневной интенсивности покупателей (х2, тыс. чел. в день). Данные для расчета приведены в следующей таблице.

	№ филиала
	Товарооборот (у)
	Торговая площадь (х1)
	Интенсивность потока покупателей

	1
	2,93
	0,31
	10,24

	2
	5,27
	0,98
	7,51

	3
	6,85
	1,21
	10,81

	4
	7,01
	1,29
	9,89

	5
	7,02
	1,12
	13,72

	6
	8,35
	1,49
	13,92

	7
	4,33
	0,78
	8,54

	8
	5,77
	0,94
	12,36

	9
	7,68
	1,29
	12,27

	10
	3,16
	0,48
	11,01

	11
	1,52
	0,24
	8,25

	12
	3,15
	0,55
	9,31



                                                             Ответ:  у = -0,832 + 4,743х1 + 0,175х2

                   Тема   13. Предпосылки  МНК

При оценке параметров уравнения регрессии мы использовали МНК. При этом делались определенные предпосылки относительно случайной составляющей i. Исследование остатков [image: ] предполагает наличие следующих пяти предпосылок МНК:
Предпосылка 1. Случайный характер остатков.
Чтобы проверить случайный характер остатков строим график зависимости i от [image: ].
[image: ]
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Если   на графике получена горизонтальная полоса, то остатки представляют собой случайные величины и МНК оправдан.
Построив график, можно сделать вывод о случайном характере остатков (зависимость отсутствует), т.е. [image: ] хорошо аппроксимирует фактические значения.
Предпосылка 2. Нулевая средняя величина остатков, не зависящая от хj 
Нужно проверить математическое ожидание [image: ]. Зависимость отсутствует.
[image: ]
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Из графика следует, что нет зависимости между [image: ] и [image: ]j, т.е. модель адекватна. Остатки независимы от значений х.
Предпосылка  3. Проверка на гомоскедастичность. 
При малых объемах выборки для оценки гетероскедастичности используется метод Гольдфельда – Квандта (1965 г.). Он рассматривает однофакторную линейную модель, для которой дисперсия остатков возрастает пропорционально квадрату фактора. Чтобы оценить нарушение гомоскедастичности необходимо:
1) упорядочить наблюдения по мере возрастания Х;
2) исключить из рассмотрения С центральных наблюдений (n-c):2>p, где р – число оцениваемых параметров;
3) разделение оставшейся (n-c) совокупности на 2 группы (соответственно с малыми и большими значениями фактора Х), и определение для каждой группы уравнений регрессии:
4) определение остаточной суммы квадратов для первой (S1) и второй (S2) групп и нахождение [image: ] R сравнивается с Fтабл.
	х
	у
	х2
	ху
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]

	622,9
	4,9
	388004,41
	3052,21
	5,404667
	-0,50467
	0,254689

	658
	5,2
	432964
	3421,6
	5,345795
	-0,14579
	0,021256

	700,4
	5,5
	490560,16
	3852,2
	5,274679
	0,225321
	0,05077

	740,6
	5,6
	548488,36
	4147,36
	5,207253
	0,392747
	0,15425

	774,4
	5,6
	599695,36
	4336,64
	5,150561
	0,449439
	0,201995

	816,2
	5,3
	666182,44
	4325,86
	5,080451
	0,219549
	0,048202

	853,5
	5
	728462,25
	4267,5
	5,017889
	-0,01789
	0,00032

	876,8
	4,7
	768778,24
	4120,96
	4,978809
	-0,27881
	0,077734

	900
	4,6
	810000
	4140
	4,939896
	-0,3399
	0,11553

	6942,8
	46,4
	5433135,2
	35664,33
	46,4
	8,88Е-16
	0,924746

	771,4222
	5,1556
	603681,69
	3962,703
	5,155556
	9,87Е-17
	0,10275



[image: ]

	х
	у
	х2
	ху
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]

	1208
	4,2
	1459264
	5073,6
	4,1239
	0,0761
	0,005791

	1056,2
	4,6
	1115558,4
	4858,52
	4,747849
	-0,14785
	0,021859

	1105,4
	4,4
	1221909,2
	4863,76
	4,54562
	-0,14562
	0,021205

	1162,3
	4,7
	1350941,3
	5462,81
	4,311742
	0,388258
	0,150744

	1200,7
	4,7
	1441680,5
	5643,29
	4,153905
	0,546095
	0,298219

	1209,5
	3,9
	1462890,3
	4717,05
	4,117734
	-0,21773
	0,047408

	1248,6
	3,6
	1559002
	4494,96
	3,95702
	-0,35702
	0,127463

	1254,4
	3,6
	1573519,4
	4515,84
	3,93318
	-0,33318
	0,111009

	1284,6
	4
	1650197,2
	5138,4
	3,809048
	0,190952
	0,036463

	10729,7
	37,7
	12834962
	44768,23
	37,7
	5,77Е-15
	0,820163

	1192,189
	4,1889
	1426106,9
	4974,248
	4,188889
	6,14Е-16
	0,091129



[image: ]
R=0,820163/0,924746=0,8869, что не превышает табличное значение F-критерия 3,59 при 5 %-ном уровне значимости для числа степеней свободы 7, подтверждая тем самым наличие гомоскедастичности (R < F).
Предпосылка 4. Отсутствие автокорреляции остатков.
Это значит, что остатки [image: ]i распределены независимо друг от друга. Автокорреляция остатков означает наличие корреляции между остатками текущих и предыдущих (последующих) наблюдений. [image: ]i – текущие, [image: ]j – предыдущие.Пусть j=i-1,  n=20
	[image: ]j
	[image: ]i
	[image: ]i*[image: ]j
	[image: ]j2
	[image: ]i2

	-0,5952
	-0,211
	0,125587
	0,354263
	0,044521

	-0,211
	0,1908
	-0,04026
	0,044521
	0,0364405

	0,1908
	0,3872
	0,073878
	0,03605
	0,149924

	0,3872
	0,4684
	0,181364
	0,149924
	0,219399

	0,4684
	0,2687
	0,125859
	0,219399
	0,0722

	0,2687
	0,0582
	0,015638
	0,0722
	0,003387

	0,0582
	-0,1859
	-0,01082
	0,003387
	0,034559

	-0,1859
	-0,2302
	0,042794
	0,034559
	0,052992

	-0,2302
	0,2932
	-0,06749
	0,052992
	0,085966

	0,2932
	0,8288
	0,243004
	0,085966
	0,686909

	0,8288
	-0,3787
	-0,31387
	0,686909
	0,143414

	-0,3787
	-0,3643
	0,13796
	0,143414
	0,132714

	-0,3643
	-0,1447
	-0,05271
	0,132714
	0,020938

	-0,1447
	0,0628
	0,009087
	0,020938
	0,003944

	0,0628
	0,4993
	0,031356
	0,003944
	0,2493

	0,4993
	0,5915
	0,295336
	0,2493
	0,349872

	0,5915
	-0,1874
	-0,11085
	0,349872
	0,035119

	-0,1874
	-0,3936
	0,073761
	0,035119
	0,154921

	-0,3936
	-0,3796
	0,149411
	0,154921
	0,144096

	-0,3796
	0,0928
	-0,03523
	0,144096
	0,008612

	[image: ]0,8677
	1,5557
	0,873808
	2,974843
	2,629192

	ср. зн. 0,043385
	0,077785
	0,04369
	0,148742
	0,13146
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[image: ] при 18 степенях свободы явно незначимо (F-отношение < 1) и демонстрирует отсутствие автокорреляции остатков.

Предпосылка 5. Нормальный закон распределения остатков.

Эта предпосылка позволяет проводить проверку параметров регрессии и корреляции с помощью t- и F-критериев. Даже если предпосылка не выполняется, МНК дает хорошие результаты.

Вывод: все предпосылки проверены, метод наименьших квадратов использован верно для расчета коэффициентов уравнения регрессии. Если не выполняются предпосылки 3 и 4, применять МНК нельзя. Используется обобщенный метод  наименьших квадратов – ОМНК. 1,2 и 5 предпосылки важны, но если они не выполняются, можно улучшить модель.  



      Тема 14. Проблема гетероскедастичности. Метод Гольдфельда-Квандта. Тест ранговой корреляции Спирмэна.

ИИспользуем метод  ранговой корреляции Спирмэна. Проранжируем факторы Х и абсолютные величины    по возрастанию фактора X.
	
№ п/п

	Х
	

    

	Расчет ранговой корреляции
	

	
	
	
	Rx
	
R||
	
d= Rx- R||
	d2

	1
	50
	0,2049
	1
	3
	-2
	4

	2
	60
	-1,569
	2
	10
	-8
	64

	3
	70
	0,457
	3
	6
	-3
	9

	4
	80
	-0,317
	4
	4
	0
	0

	5
	90
	-0,091
	5
	1
	4
	16

	6
	100
	1,236
	6
	7
	-1
	1

	7
	110
	1,262
	7
	8
	-1
	1

	8
	130
	-0,186
	8
	2
	6
	36

	9
	140
	0,340
	9
	5
	4
	16

	10
	150
	-1,334
	10
	9
	1
	1

	Итого
	
	
	
	
	
	148



Коэффициент ранговой корреляции Спирмэна вычислим по формуле: 




  

Сравниваем это значение с табличным при 5%-м уровне значимости и числе степеней свободы df = 8   т.к. 0,2929 < 2,306, то на уровне значимости 5% принимается гипотеза об отсутствии гетероскедастичности.

 Задача 1. По 20 наблюдениям была построена модель зависимости расходов на питание, ден. ед., у  от  доходов, ден.ед., х        


 обозначим      (остатки). Величины остатков при каждом значении х заданы в таблице:



	№ п/п
	х  
	
Остатки           
	 Расчет ранговой корреляции

	
	
	
	
        
	
     
	

	


	  1
	30
	-12,0
	
	
	
	

	  2
	36
	-11,7
	
	
	
	

	  3
	40
	 -5,4
	
	
	
	

	  4
	45
	 -5,6
	
	
	
	

	  5
	50
	 -2,8
	
	
	
	

	   6
	60
	   0,8
	
	
	
	

	   7
	70
	  -1,6
	
	
	
	

	   8
	80
	  -4,0
	
	
	
	

	   9
	85
	  -6,2
	
	
	
	

	  10
	90
	   6,6
	
	
	
	

	  11
	92
	  13,7
	
	
	
	

	  12
	100
	  12,2
	
	
	
	

	  13
	120
	   4,4
	
	
	
	

	  14
	130
	   4,0
	
	
	
	

	  15
	145
	   3,4
	
	
	
	

	  16
	150
	  23,2
	
	
	
	

	  17
	200
	  16,2
	
	
	
	

	  18
	250
	  -16,8
	
	
	
	

	 19
	300
	  -27,8
	
	
	
	

	 20
	360
	  9,8
	
	
	
	

	  ∑
	
	
	
	
	
	∑


Требуется:

1. Построить график остатков в зависимости от значений переменной  х    и сделать выводы.
2. Применить тест ранговой корреляции Спирмэна для оценивания гетероскедастичности.
3. Применить тест Гольдфельда-Квандта.

Коэффициент ранговой корреляции Спирмэна определить по формуле:  . 
Найти    t- критерий для ранговой корреляции Спирмэна по формуле:  


. Если <tтабл  , то на уровне значимости α применяется гипотеза об отсутствии гетероскедастичности.
Для теста Гольдфельда-Квандта исключить  4 средних наблюдений с номерами 9-12. 
	№ п/п
	х  
	у

	  1
	30
	 22

	2
	36
	 25

	  3
	40
	 33

	  4
	45
	 35

	  5
	50
	 40

	   6
	60
	  48

	   7
	70
	 50

	   8
	80
	  52

	   9
	85
	 52

	  10
	90
	 67

	  11
	92
	 75

	  12
	100
	77

	  13
	120
	78

	  14
	130
	82

	  15
	145
	88

	  16
	150
	110

	  17
	200
	125

	  18
	250
	114

	 19
	300
	125

	 20
	360
	189


   
  Тема 15 . Тема: «Определение гетероскедастичности с помощью тестов Уайта, Парка, Глейзера».
Анализ остатков линейной регрессии приведен в следующей таблице
	№ п/п
	х  
	

	

	    1
	21
	1,1
	

	    2
	23
	1,1
	

	    3
	45
	1,4
	

	    4
	47
	1,6
	

	    5
	36
	1,8
	

	
	
	
	

	   6
	56
	 1,9
	

	   7
	67
	 2,1
	

	   8
	78
	-2,3
	

	   9
	79
	-2,5
	

	  10
	98
	-2,7
	

	  11
	107
	-3,5
	

	∑
	
	
	



1. Охарактеризовать зависимость дисперсии остатков от значений объясняющей переменной Х с помощью теста Уайта.


МНК для теста Уайта:


При решении  системы с помощью  МОБР и МУМНОЖ получим уравнение 





В целом уравнение значимо и можно считать, что дисперсия ошибок зависит от . Параметры , т.к    
2. Охарактеризовать зависимость дисперсии остатков от значений объясняющей переменной Х с помощью теста Парка.



ln  Ecли заменить =Х; , получим линейное уравнение

. Применив МНК , получим:

ln
3. Охарактеризовать зависимость дисперсии остатков от значений объясняющей переменной Х с помощью теста Глейзера


Пусть C=1; С=2; С=-1; С=0,5. Выбрать лучшее значение 
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